1°* Maths CS5 du5 Avril 2024 50 min
Calculatrice en mode Examen

Exercice 1 [3 pts]

Donner I'ensemble S des solutions de I'inéquation d’inconnue réelle x :

e—x+5 X e7x+1 <1

Exercice 2 [5 pts]
Résoudre dans R I'équation : 2e?* + 5e* — 7 = 0.

Exercice 3 [4 pts]
Pour tout x € R, onpose: g(x) = (e* + e %)% — (¥ — e™¥)2,
1. Calculer g(0) et g(1).

Thiaude P.

2. Démontrer qu’il existe une constante k, a préciser, telle que pour tout x € R, g(x) = k.

Exercice 4 [8 pts : 2 pts + 2 pts + 2 pts + 2 pts]

On munit le plan d’un repére orthonormé, T est la courbe représentative de f définie sur
R par: f(x) = (x* — 4x + a)e™™ ou a est une constante réelle provisoirement inconnue.

La courbe I' coupe I'axe des abscisses en deux points A et B avecx, = 2 — V3

Y
E

1. Déterminer la valeur de a.

Dans toute la suite de 'exercice on admet que : Vx € R, f(x) = (x> —4x + 1)e™*.

2. Déterminer les coordonnées de B.

3. Calculer f'(x), en étudier le signe puis dresser le tableau de variation de f.

4. On note E le point de I" d’abscisse nulle et d la tangentea'en E.
a. Déterminer I’équation réduite de la tangente d.

b. Le point A appartient-t-il a la tangente d ?

BONUS [1 point]
Résoudre I"’équation d’inconnue réelle x :

1 1
e3x—<1+e+g)ezx+<1+e+g)ex—1=0
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Corrigé
Exercice 1

Résoudre dans R I'inéquation : e > x e7**1 < 1
On a les équivalences :

e—x+5 xe”l <1 & e.(—x+5)+(7x+1) <ed e e—x+5+7x+1 < el & pb¥t6 < 00 5 gy +6<0
sbx<-6eox< -1

L'inéguation se départ admet pour ensemble des solutions : § =] — oo0; —1].

Exercice 2

Résoudre dans R équation : 2e?* + 5¢* —7 = 0.

On al’équivalence : 2e?* + 5e¥* — 7 =0 & 2(e¥)? + 5e* -7 = 0.

En posant X = e*, cette équation s’écrit : 2X2 +5X — 7 = 0.

2X? +5X — 7 estde laforme aX? + bX + caveca =2,b = 5 et c = —7, de discriminant :

A=b*—4ac=5%-4(2)(-7)=25+56 =381

A > 0 donc 2X% + 5X — 7 admet deux racines réelles distinctes :

~-b—+vVA -5-+81 -5-9 14 7
L=y T T T 12
-b+vVA -5++81 -5+9 4
O Y
Onadonc:X=—%ouX=1,orX=exdonc:
7
e"=—§ ou e*=1
Pourtoutx ER,e* >0 | e* =1
donc I'équation e* = —% ee*=e’
©Sx=0

n’a pas de solution réelle.

L’équation de départ admet pour unique solution : 0.

Exercice 3

Pour tout x € R, on pose : g(x) = (e* + e™¥)%? — (e¥ — e™™)2.

1.

Calculer: g(0) = 4 et g(1).
g0)=(e’+e®)2—(e®—e™)2=(1+1)2-(1-1)2=22-02=4
Onadonc: g(0) = 4.

D’autre part :

1) = 6+ e ety = (o 1) (o= 1)

e
) 1 (1? 1 /A, 1 1
=e +2><e><—+(—)— e2—2><ex—+(—) =e +2+—2—(e2—2+—2)
e e e e e e
, 1, 1
=e’+2+——e’+2-—=4
e e

Onadonc: g(1) = 4.

Démontrer que : Vx € R, g(x) = 4.

Soitx € R,ona:
gx)=(e*+e™)?2 —(e*—e™)? =(e*)? +2e¥e ™ + (e7)? — [(e¥)? — 2e*e™ + (e7¥)?]
— er + Zex+(—x) + e—2x _ (er _ Zex+(—x) + e—Zx) — er + 26’0 + e—2x _ (er _ 26’0 + e—Zx)
=e?4+2X1+e P — (e —-2Xx14+e)=e?*+2+e 2 —2e2*+2—e X =4

Onadoncbien:Vx € R, g(x) = 4.

Autre méthode
gx) =(e*+e ™2 —(e*—e ™) =[(e*+e ™) +(e*—e ™M) x[(eX*+e™)—(e* —e™™)]
= (ex +e ™ +e* — e—x)(ex +e % —eX 4+ e—x) = 2eX X 2% = 4e¥Xe~ ¥ = 4ex+(—x) —4e0=4%x1=4
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Exercice 4
Repére orthogonal, T courbe de f définie sur Rpar: f(x) = (x* —4x + a)e™™.

1. A(2 ++/3;0) est un point d’intersection de I et de I’axe des abscisses : en déduire la valeur de a.
A € T revient a dire que y, = f(x4).
Ce quidonne :
(2+V3)2—42+V3)+a)e ®*VD =0 2+V3)2-4(2+V3) +a=0

2
©4+4/3+(V3) -8-4V3+a=0©4+4V/3+3-8-4V3+a=0
©—-1+a=0soa=1
Onadonc:a =1.

On en déduit que, pourtout x € R, f(x) = (x? — 4x + 1)e™*.
Pour toute la suite de I'exercice on aadmet que : Vx € R, f(x) = (x% — 4x + 1)e™*.

2. T coupe I'axe des abscisses en A(2 + V/3; 0) et en B : déterminer les coordonnées B
Il s’agit de déterminer x # x, tel que f(x) = 0.

On a les équivalences :
xX?—4x+De*=0x*—-4x+1=0 (x)*-2x)(2)+22-4+1=0

e x-22-(3) =0 (x-2+V3)(x-2-V3)=0ox=2-V3oux=2+13
or,x, =2 —+3etx # x4 donc:xz = 2 + /3.

Finalement : B(2 ++/3;0).

3. ecalcul de f'(x)
f(x)=(x?—4x+1)e™
Rappel : (uxv) =u' xv+v' xu (e™¥) =—e7*
ff(x)=Rx—4)e™ + (—e™)(x?> —4x + 1)
Frfo)=02x—4—-(x>—4x+1))e™
ffx)=Rx—4—x*>+4x—1)e™™
f'(x) =(—x%+6x —5)e™*
Vx ER, f'(x) = (—x* + 6x —5)e*.

e signe de f’'(x), tableau de variation de f
Pour tout x € R, e* > 0 donc le signe de f'(x) est celui de —x? + 6x — 5, qui est de la forme
ax?+ bx + caveca = —1,b = 6 et c = —5, de discriminant :
A =b*—4ac = (6)> —4(-1)(-5)=36—-20=16
A > 0 donc —x? + 6x — 5 admet deux racines réelles distinctes :
—b—VA —-6-V16 -6-4 -10

T T T 20D T =2 7 70
_—b+\/Z_—6+\/16_—6+4_—2_1
2= T2 T =2 T =27
Régle : « ax?® + bx + c est du signe de a a I'extérieur de ses racines ».
f(x)=(x?—4x+ 1)e™™
2

f =04+ Vet = (1 -4+ e = ——
f(5)=(52-4(5)+ e % = (25—20 + 1)e~5 = 6e >

On obtient finalement le tableau de variation :

X —oo -1 o0

Signe de f'(x) - 0 +
Sens de
variation \ 2 / \
de f e
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NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP n NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP n

BONUS
Résoudre I'’équation d’inconnue réelle x :

1 1
e3x—<1+e+g)ezx+<1+e+g)ex—1=O

Cette équation est de la forme f(x) = 0, en visualisant sur I'écran la courbe représentative de f on

obtient :
NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP |

On peut conjecturer que I’'équation de départ admet pour solutions dans R: —1, 0 et 1.

On alI’équivalence :
1 1
e3x—<1+e+g)ezx+<1+e+g)ex—1 =0
1 1
e (e*)3 - <1+e+g)(ex)2 + <1+e+g)ex -1=0
En posant X = e*, cette équation s’écrit : X3 — (1 +e+ E) X%+ (1 +e+ E)X —-1=0.
Or, 1 est une solution évidente donc on peut chercher une factorisation du membre de droite par (X — 1),

puis en raisonnant directement sur le terme de plus haut degré et sur le terme constant, on peut
conjecturer I'existence d’une constante b telle que :

1 1
VXE]R,X3—<1+e+E)X2+<1+e+E)X—1 =X -1DX?*+bX+1)
Le terme en X du membre de droite est (1 — b)X et celui du membre de droite est (1 +e+ i) X donc:
1-b=1+4+e+ é autrementdit: b = —e — é Donc, d’aprés notre conjecture, pourtout X € R :
1 1 1
X3—<1+e+E)X2+<1+e+E)X—1 =(X—1)<X2—<e+E)X+1)

On peut confirmer cette identité en développant le membre de droite.
L’équation en X s’écrit donc :

1 1
(X—1)<X2—<e+g)X+1)=O(=X—1=O 0uX2—<e+E)X+1=O

X? — (e + E)X + 1 estdelaforme aX? + bX +caveca=1,b=e + é et c = 1, de discriminant :
1 2

n= o= (~(e+ D)) —a = (e+ ) amer 2ot () s
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2 2 2 2
1

. 1 5 1 5 1 /1
=e +2—4+(—) =e —2+(—> =e —2e><—+(—) =(e——>
e e e \e e

A > 0 donc X% — (e + E) X + 1 admet deux racines réelles distinctes :

_b_ﬂ=e+%—(e—%)_2x% 1

X = = =
1 2a 2(1) 2 e
1 1
X__b+\/z_€+z+(e—z)_2><e_
2= " a 2(D) — T ~F°

Onadonc:X =1 ouX=$ ou X = eautrementdit: X =e® ou X=e" ! ou X =e!?

OrX =e*donc:e* =e®ou e* =e~! oue* = elsoit finalement: x =0 ou x = —1 ou x = 1.

L’équation de départ admet pour donc pour solutions dans R: —1, 0 et 1.
Autrement dit: S ={—1;0; 1}.

On retrouve comme solutions celles énoncées dans la conjecture initiale...
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